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摘 要

单位根模型在数理金融中具有广泛应用，许多数理模型都是以单位根过程

作为变量数据生成过程的，而随机单位根模型在单位根过程的基础上放松了单

位根系数确定性的假设，将新息引入到单位根系数中，使单位根具有了一定的

随机性，这样的模型更加具有一般性。由于金融数据一般都具有厚尾的特征，

本文选取一个简单的线性随机单位根模型，将正态分布假设推广到了广义误差

分布，并且对该模型的平稳条件、极大似然估计以及随机单位根的假设检验进

行了相关讨论，最终给出了该模型的严平稳和弱平稳条件，求解极大似然估计

量的两种算法 (重新参数化和 EM 算法) 以及对随机单位根的两种假设检验思路

(LM 检验和 Wald 检验)。

ީ䭤䈃φ 随机单位根；广义误差分布；平稳条件；极大似然估计；假设检验
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Abstract

Unit root model has wide application in mathematical finance, many mathemati-

cal models view unit root process as the variable data generation process, and stochastic 

unit root model on the basis of unit root process relax the certainty of coefficient of unit 

root hypothesis, it will introduce the new information to the model, making unit root has 

a certain randomness, this model is more general. Due to the financial data generally 

have the characteristics of the thick tail, this article selects a simple linear stochastic 

model of unit root, the normal distribution assumption has been generalized to the gen- 

eralized error distribution, and the model of steady condition, the maximum likelihood 

estimation and stochastic unit root hypothesis test has carried on the discussion, finally 

we gives strictly stationary and weakly stationary condition, solving the maximum like- 

lihood estimators of two kinds of algorithm (parametric and EM algorithm) as well as 

the two random unit root hypothesis test ideas (LM test and Wald test).

Keywords: stochastic unit root;generalized error distribution;steady condi- 

tion;the maximum likelihood estimation;hypothesis test

II
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前 言

时间序列分析的一个重要研究课题是探索时间序列的动态结构，研究它们

的统计性质。我们可以通过理解时间序列数据的数据生成过程的特点和性质，

来建立计量模型，用作经济金融预测，检验各种经济金融理论的可靠性和可行

性，为经济金融决策提供数量化的建议。

  传统的时间序列分析在进行研究时，通常都是假设数据产生的随机过程是

稳定的过程，在此基础上对计量模型中的参数做估计和假设检验。由于稳定的

时间序列过程有固定的一阶和二阶矩，过程中的未知参数常可用最小二乘法或

最大似然估计得到，在一定的条件下这些估计量的极限分布可由中心极限定理

得到。

  但是，经济和金融中的许多时间序列并不具有稳定过程的特征，传统的数

理统计和计量方法显得无能为力，常常需要其他特殊方法来构建相应的计量模

型。在众多非平稳过程中，单位根过程是最常见的一种，许多时间序列都是单位

根过程，如金融市场中的股票价格。而对单位根过程或时间序列数据的平稳性

检验，大多采用经典的检验方法，如 DF 检验、ADF 检验、PP 检验、KPSS 检验

等。这些检验都是建立在数据生成过程的误差为正态分布，假设单位根的存在

性不是具有随机性的前提条件下。对于单位根的存在的随机性问题，Granger 和

Swanson(1994) [1] 首先系统地讨论了这个问题，他们认为单位根的存在性是随机

的，可以在一个时期内是单位根过程，另一个时期内是平稳过程。同样对于随

机单位根的检验也是一个重要课题，Leyboure et.al(1996a,1996b) [2] 最早提供了随

机单位根的一个检验方法。Ling(2004) [3] 构造了一个称为双自回归的随机过程，

提出了一个针对参数边界值的 LM 检验。这里，随机单位根过程被看作双自回

归过程的一个特例。Kluppelberg et.al(2005) [4] 沿用 Ling(2004) [3] 提出的双自回归

过程，提出了一个新的 LR 检验。作为一种较单位根过程更为精准的数据生成过

程，随机单位根过程在数理金融中具有很大的应用潜力。金融中大部分单位根
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数据生成过程都可用随机单位根来替换，从而获得更精准的金融结果。这其中

一个较为经典的应用是 Lieberman和 Phillips(2016) [5] 将股票数据生成过程设定

为一个多元随机单位根过程，并以此推出了一个更精细更一般化的欧式期权定

价模型。

上述研究中，模型的误差分布都是正态分布，而金融数据大多具有尖峰厚

尾的特性，正态分布在金融应用中会有一定的局限。因为广义误差分布在形状

参数大于 1/2时，具有厚尾的特征，所以，我们在广义误差分布的假设下，构建

一个简单的随机单位根模型，讨论了模型的平稳性、参数的极大似然估计、随

机单位根的检验三个方面的相关问题。

本文内容安排如下：第二章构造了一个简单的随机单位根模型，作为本文

讨论的核心模型的一个雏形，并在正态分布假设下，通过模拟事实说明了随机

单位根模型可以很好地描述金融时间序列。第三章介绍了广义误差分布及其相

关性质，同样用模拟事实说明了广义误差分布的厚尾特性。第四章在广义误差

分布的假设下，构建一个简单的随机单位根模型作为本文的核心模型。从三个

方面对其进行了讨论。第一，模型的平稳性；第二，模型参数的极大似然估计；

第三，随机单位根的假设检验。第五章，针对本文的相关讨论，提出了进一步的

研究方向。

另外，需要说明的是，在广义误差分布的模拟中我用了筛选法，这与一般

软件包中常用的反函数法是有所不同的，该方法对于复杂形式来说更加精确更

加有效。在随机单位根的平稳性讨论中，弱平稳条件和严平稳条件都是在广义

误差分布的假设下推出的，这相对于正态分布来说是一个很有潜力的扩展。在

随机单位根的极大似然估计中，为了解决广义误差分布中带有绝对值的问题，

我除了运用常见的重新参数化处理方法，还初步设计了一种 EM算法，理论上

可以很好地绕过绝对值问题。在随机单位根的假设检验中，我也是推导出了广

义误差分布下的一种 LM检验统计量及其特殊情况下的极限分布，并且也运用

Delta方法，提出了一种Wald联合检验，这个检验可以同时检验单位根及其随

机性，同样这两种假设检验的另一个不同是分布假设都为广义误差分布。

2
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第一章 随机单位根模型在金融中的应用潜力

波动性是金融中的一个重要因素，因为它影响着人们的决策，人们的决策

又直接影响了股票价格。也正因如此，对波动率的建模成为金融计量的一个重

要领域。在实际中，股票波动率的一个特殊性是它不能被直接观测，这给金融

模型的预测表现带来了困难。

虽然波动率不可直接观测，但它的一些特征在资产收益率序列中能普遍看

到。第一，存在着波动率聚集，也就是说，波动率可能是在一些时间上高，而在

另一些时间上低。第二，波动率以连续方式随时间变化，即波动率跳跃很少见。

第三，波动率不发散到无穷，即波动率在固定的范围内变化。从统计学角度说，

这意味着波动率往往是平稳的。第四，波动率对价格大幅上升和价格大幅下降

的反应不同，这种现象成为杠杆效应。

波动率研究的基本思想是，序列 {yt}是序列不相关或低阶序列相关的，但

它是相依序列。波动率模型就是试图去刻画序列的这种相依性。波动性建模的

一个合理框架是，考虑给定 t− 1时刻已知信息 Ft−1 时 yt 的条件均值和条件方

差。

µt = E(yt|Ft−1), σ
2
t = var(yt|Ft−1) = E[(yt − µt)

2|Ft−1] (1-1)

针对不同特征的数据，可以对均值方程、波动率方程进行相应的设定，从

而构造出需要的数据生成过程，接着就可以用该过程来描述对应的金融时间序

列。仿造 ARMA建模方式的相关波动率模型有 ARCH模型、GARCH类模型和

CHARMA模型。上述模型的波动率方程设定方面，都是用确定的函数来刻画条

件方差的演变。还有一种设定思路是用随机方程来描述条件方差，比如随机波

动率模型是在条件方差方程钟引入了一个新息。根据这种思路，我们可以在均

值方程中也引入一个新息，比如给均值方程的系数加入随机性，也引入一个新

息，这样的模型称为随机系数模型。
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第一章 随机单位根模型在金融中的应用潜力

利用随机系数模型的思路，我们可以构建如下模型：

yt = (α + ηt)yt−1 + εt (1-2)

ηt, εt都是服从正态分布的随机变量。

我们发现，当 α = 1, var(ηt) = 0时，公式1-2实际上是一个随机游走过程。

在图1-1中，我们展示了一些样本量为 1000时的模拟一阶随机系数自回归序

列。这些时间序列清楚地说明了 RCA(1)可以描述不同波动类型的数据，例如，

α = −0.995, σ2
η = 1的图像。以上模拟的 R语言代码可见附录。
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第二章 广义误差分布

金融数据往往具有厚尾特性，常用的正态分布尾部并不够厚，这与实际数

据有所偏离，为此，我们可以引入其他厚尾分布，如广义误差分布 (Generalized

Error Distribution)。下面我们介绍广义误差分布的定义、中心矩性质，并利用模

拟事实，说明 GED分布比正态分布拥有更厚的尾部。最后利用超额峰度推导出

形状参数对尾部厚度的影响。

第一㢸 广义误差分布的ᇐ义ૂ中ᗹ⸟

定义 2.1: 若随机变量 X服从广义误差分布，F (X)为其分布函数，则

dF (x|µ, σ, κ) = e−
1
2
|x−µ

σ
|
1
κ

2κ+1σΓ(κ+ 1)
(2-1)

以上为广义误差分布的密度函数。

由定义2.1我们可以知道，GED分布是一个单峰对称分布，在 κ = 1
2
时，GED

分布实际上是一个正态分布，即 G(µ, σ, 1
2
) = N(µ, σ2);在 κ = 1时，GED分布

为拉普拉斯分布，即 G(µ, σ, 1) = L(µ, 4σ2);在 κ → 0时，GED分布趋近于均匀

分布 U(µ− σ, µ+ σ) [6]。

定理 2.1: GED分布的中心矩为

µr = E(x− µ)r

=
1

2κ+1σΓ(κ+ 1)

∫ ∞

x=−∞
(x− µ)re−

1
2
|x−µ

σ
|
1
κ dx

(2-2)

根据定理2.1,我们知道，当 r为奇数时，由积分性质可知，µr = 0;当 r为偶

数时，令

t =
1

2
|x− µ

σ
|
1
κ , dt =

1

2κ
(
x− µ

σ
)

1
κ
−1 1

σ
dx

则

µr =
2rκσr

2κ+1σΓ(κ+ 1)

∫ ∞

−∞
[
1

2
(
x− µ

σ
)

1
κ ]rκe−tσ · 2κ(x− µ

σ
)
κ−1
κ dx (2-3)
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第二章 广义误差分布

=
2rκσrσ · 2κ

2κ+1σΓ(κ+ 1)

∫ ∞

−∞
trκe−t[

1

2
(
x− µ

σ
)]

κ−1
κ dx

=
2rκσr · σ · 2κ · 2κ−1

2κ+1σΓ(κ+ 1)

∫ ∞

−∞
trκtκ−1e−tdt (Γ(κ+ 1) = κΓ(κ))

=
2rκσr

2Γ(κ)

∫ ∞

−∞
trκtκ−1etdt (偶函数积分性质)

=
2rκσr

Γ(κ)

∫ ∞

0

tr(κ+1)−1e−tdt

= 2rκσrΓ[κ(r + 1)]

(Γ)

第二㢸 广义误差分布的模ᤕӁᇔ

为了模拟出服从 GED分布的随机变量，我们采用筛选法来模拟 GED随机

变量。这里采用筛选法是因为 GED分布函数的逆函数很难求，，也很复杂，常

用的逆变换法很不实用。

筛选法最早由著名的数学家 John von Neumann提出 [13]，由下面的介绍可以

看出在模拟连续型随机变量的情形时其优越性更加明显。假设要模拟一个具有

概率函数 {pj, j ⩾ 0}(或者密度函数 f(x))的随机变量 X，但此概率函数（或密

度函数）比较复杂，那么可以通过先模拟一个随机变量 Y与 X具有相同的取值，

但其概率函数 {qj, j ⩾ 0}(或者密度函数 g(x))相对简单，然后以与 pY
qY
(或 f(Y )

g(Y )
)

或比例的概率接受此模拟值，这样就可以模拟出 X的值。此方法即为筛选法。

特别地，令 C为以常数，使得
pj
qj

⩽ C 对所有满足 pj > 0的 j

或者

f(y)

g(y)
⩽ C 对所有的 y

其算法如下 [14]：

Step1:模拟一个具有概率函数 {pj, j ⩾ 0}(或者密度函数 g(x))随机变量 Y

的值。

Step2:产生一个随机数 U。

Step3:若 U < pY
qY
(或者 f(Y )

g(Y )
),则令 X = Y 并停止；否则回到 Step1。
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Histogram of Y

Y

D
en

si
ty

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

图 2-1 GED随机变量的模拟

利用上述算法模拟出 GED随机变量，如图2-1。相关模拟算法 R语言代码

见附录。

从图2-1中可以看出，GED分布确实比正态分布具有更厚的尾部。

第三㢸 广义误差分布的ቴ䜞⢯ᖷ

我们发现 GED分布实质上是一个一般化的分布，其尾部特性是由形状参数

所控制的。为此，我们利用超额峰度来研究形状参数 κ对 GED分布尾部特性的

影响。
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第二章 广义误差分布

定义 2.2: 峰度定义为：

κ =
E(x− µ)4

[var(x)]2
(2-4)

利用峰度定义，我们可以定义超额峰度为：

κ− 3 = βκ (2-5)

这里的 3是因为正态分布的峰度正好为 3，以此为标准。

超额峰度在数理统计是一个很好的分析尾部特性的工具，因此，超额峰度

也可以视作对分布尾部厚度的一种量化。

由定义2.2和定理2.1得到

EX = µ (2-6)

EX2 = var + (EX)2

= 22κσ2Γ(3κ)

Γ(κ)
+ µ2

(2-7)

µ3 = 0 (2-8)

κ =
E(x− µ)4

[var(x)]2

=
24κσ4 Γ(5κ)

Γ(κ)

2
4κσ4 Γ2(3κ)

Γ2(κ)

=
Γ(5κ)Γ2(κ)

Γ2(3κ)Γ(κ)

=
Γ(5κ)Γ(κ)

Γ2(3κ)

(2-9)

βκ = κ− 3

=
Γ(5κ)Γ(κ)

Γ2(3κ)
− 3

(2-10)

我们发现 κ < 1
2
时，具有薄尾特征，κ > 1

2
时，具有厚尾特征。为了推出超额峰

度和形状参数的关系，我们还需要一个引理。

引理 2.1 (斯特林近似公式):

n! ≈
√
2πn(

n

e
)n (2-11)

该公式称为斯特林公式 [17]。

9



第二章 广义误差分布

利用引理2.1可以得到，

βκ = κ− 3

=
Γ(5κ)Γ(κ)

Γ2(3κ)
− 3

=
(5κ− 1)!(κ− 1)!

(3κ− 1)2
− 3

=
3√
5
(
3125

729
)κ

≈ 1.3× 4.3κ

(2-12)

由公式2-12可以知道，当 κ → 0时，βκ → −6
5
;当 κ > 1

2
，βκ → ∞。

对公式2-12作图，我们在图2-2中也可以发现 GED分布的厚尾区域。

0 1 2 3 4 5

0
50

0
10

00
15

00

x

1.
3 

* 
4.

3^
x

图 2-2 κ对超额峰度的影响
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第三章 随机单位根模型

随机单位根模型的形式有许多种，不同设定下会需要不同的技术来处理。

本文我们采用较简单的一种形式，即考虑：

yt = (α + ηt)yt−1 + εt (3-1)

ηt, εt是服从 GED分布G(0, σ2
η, κ)和G(0, σ2

ε , κ)的随机变量，ηt与 εt相互独

立。当 α = 1时，公式3-1就是一个随机单位根模型。下面我们就以公式3-1作为

核心模型进行分析。另外，需要说明的是本文中出现的 STUR字样，就是说的

这里的随机单位根模型，只是为了简便用了英文缩写。

第一㢸 随机单位根模型的ᒩどᙝ

金融数据的平稳性对模型预测分析是很重要的，我们就可以用传统的技术

方法来处理，而平稳性在统计意义上，可以分为弱平稳和严平稳，由此，我们就

从这两个方面对公式3-1的平稳性进行讨论分析。

3.1.1 随机单位根模型的ᕧᒩどᙝ

定义 3.1 (弱平稳): 一随机过程 XT ,若对 ∀τ,t∈T，D(X(T ))存在且

E[X(T )] = m,COV (Xt, Xt+τ ) = R(τ) (3-2)

仅依赖 τ ,则称 XT 为弱平稳过程，即它的协方差不随时间转移而改变。

接下来，我们可以仿造 Nicholls and Quinn(1982) [8] 对于 P阶随机系数模型

弱平稳充要条件的讨论，我们可以得出以下定理。

定理 3.1 (弱平稳条件): 将 Ft 定义为由 {α, ηs, εs, s ⩽ t}生成的 σ−域，当

且仅当 α2 + σ2
η < 1时，对于 yt = (α+ ηt)yt−1 + εt,ηt与 εt相互独立，在 Ft测度

下，该模型是弱平稳的。

证明: 可见 Nicholls and Quinn(1982)第二章的相关讨论 [7]。 □

由图 3.1可见其弱平稳区域。
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第三章 随机单位根模型
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图 3-1 弱平稳区域

3.1.2 随机单位根模型的ћᒩどᙝ

定义 3.2 (严平稳): 一随机过程 XT , 若对 ∀t1, t2, · · · , tn ∈ T , 及 h >

0, (Xt1, Xt2, · · · , Xth) 与 (Xt1+h, Xt2+h, · · · , Xtn+h) 有相同的联合分布，则称该

过程为严平稳过程。严平稳过程的一切有限维分布对时间的推移保持不变。特

别地，X(t)与 X(s)的二维分布只依赖于 t-s。

定义 3.3 (遍历性): 设mX(t) = EX(t),

X(t) ≜ lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

X(t)dt (m.s.意义下) (3-3)

若 X(t) = mX 成立，则称 X(t)具有数学期望的各态历经性，即遍历性。

引理 3.1: 一随机过程 X(t), Yt = Φ(· · · , XT−1, Xt, Xt+1, · · · )。当 X(t)是严

平稳和遍历的，且 X(t)独立同分布时，Yt也是严平稳和遍历的。

证明: 相关细节可见 Billingsley(1995) [9]在其书中定理 36.4的讨论。 □

下面仿造 Nicholls and Quinn(1982) [7]的相关讨论，给出以下定理。

定理 3.2 (严平稳条件): 已知 yt = (α + ηt)yt−1 + εt,ηt与 εt相互独立，则该
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第三章 随机单位根模型

过程的严平稳和遍历的充要条件为 Eln|α + ηt| < 0。

证明: 将模型不断迭代可以得到
n∏

t=1

(α+ ηt)y0 +
n−1∑
t=1

εt

n∏
j=t+1

(α + ηj) + εt

假设 y0 = 0, Eln|α + ηt| < 0，由迭代已知，其第一项和第三项都近似为 0，

只要证第三项收敛即可。令

Tt = εt

n∏
j=t+1

(α + ηj), Sn =
n−1∑
t=1

Tt

则

ln|Tt| = lnεt +
n−1∑
t=0

ln(α+ ηj)

1

n− 1
ln|Tt| =

1

n− 1
lnεt +

1

n− 1

n−1∑
t=0

ln(α+ ηj)

上式中第一项近似为 0，第二项可用遍历定理化简，则上式可化为：
1

n− 1
ln|Tt|

a.s.→ Eln(α + ηj) < 0

令

Eln|α + ηj| = −α < 0 (α > 0)

ln|Tt|
1

n−1 = −α < 0

|Tt|
1

n−1 = e−α < 1

对于任意的使收敛实现的 T ∗
t ,给定一个 δ > 0，存在 ρ使得 δ + a < ρ < 1，

由此，我们可以找到一个区域 Rδ,使得 |T ∗
j | < ρj ,继而

n∑
t=1

|Tt|∗收敛，Sn =
n∑

t=1

Tt

也一致收敛，则

Y ∗
n = lim

n→∞
Sn

= εt +
∞∑
t=1

εt

n∏
j=t+1

(α + ηj)

由引理3.1可知,因为 εt
∏n

j=t+1(α + ηj)是严平稳和遍历的，所以 Y ∗
n 也是严

平稳和遍历的。综上所述，定理 3.2得证。 □
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其实，若给定 ηt的具体分布，我们可以将定理3.2的充要条件变得更加具体。

在此，我们给出一个引理。

引理 3.2 (詹森不等式): 设 X是任意随机变量，如果 g(x)是ࠨ函数，则

Eg(x) ⩾ g(Ex) (3-4)

上式称为詹森不等式。

证明: 详细细节见 Casella和 Berger(2009) [10]。 □

推论 3.1: 若模型为公式3-1的设定，则公式3-1的严平稳和遍历的充要条件

为

lnα2 < −ln[22κ
σ2
η

α2

Γ(3κ)

Γ(κ)
]

证明: 由定理3.2可以知道，

Eln|α+ ηt| = Eln|α · (1 + ηt
α
)|

= Eln|α| · |1 + ηt
α
|

= E[ln|α|+ ln(1 +
ηt
α
)]

= E[
1

2
lnα2 +

1

2
ln(1 +

ηt
α
)2]

= E(
1

2
lnα2) +

1

2
Eln(1 + ηt)

2

=
1

2
lnα2 +

1

2
Eln(1 +

ηt
α
)2

又 ∵ ηt服从 GED(0, σ2
η, κ)，∴ ηt

α
∼ GED(0,

σ2
η

α2 , κ)

令 x = ηt
α
,由第二章 GED分布的相关性质可以知道，

EX = 0

EX2 = 22κ
σ2
η

α2

Γ(3κ)

Γ(κ)

则上式可以化为：
1

2
lnα2 +

1

2
Eln(1 + x)2 ⩽ 1

2
lnα2 +

1

2
lnE(1 + x)2

=
1

2
lnα2 +

1

2
lnE(1 + 2x+ x2)
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1

2
lnα2 +

1

2
lnE(1 + 2x+ x2) =

1

2
α2 +

1

2
lnE(2x+ x2) (由詹森不等式得)

=
1

2
lnα2 +

1

2
ln[22κ

σ2
η

α2

Γ(3κ)

Γ(κ)
]

又 ∵ Eln|α + ηt| < 0 ∴ 1
2
lnα2 + 1

2
ln[22κ

σ2
η

α2

Γ(3κ)
Γ(κ)

] < 0即

lnα2 < −ln[22κ
σ2
η

α2

Γ(3κ)

Γ(κ)
]

□

接下来，我们取 κ = 1，利用推论3.1，给出一个严平稳和遍历区域，如图3-2。
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x

y

图 3-2 严平稳区域

对推论3.1进一步化简可以得到

σ2
η < [22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−1 (3-5)

所以，形状参数对于严平稳和遍历的区域是又一定影响的，即是说不同的
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形状参数会使得图3-2中的直线上下移动。

3.1.3 随机单位根模型ᕧᒩどфћᒩど的∊䖹

平稳性在统计中具有很重要的意义，一组数据若能证明其是平稳的，那么

我们就可以用相对一般的统计方法来分析和预测这组数据。而在实际应用中，

我们常常用到的是弱平稳性质，相对于严平稳，弱平稳性质更容易得到满足。这

一点在广义误差分布下的随机单位根模型也是满足的。比较图3-1和图3-2,我们

发现，弱平稳区域相较于严平稳区域面积更大，这就验证了随机单位根模型下

弱平稳比严平稳更容易满足的特性。

但由于广义误差分许还存在一个形状参数 κ，它可以来控制具体分布形式，

当 κ变动时，严平稳区域面积可以变化，而弱平稳的区域面积是不受 κ的影响

的。因此，在 κ变动到一定范围时，广义误差分布下的随机单位根模型的弱平

稳条件有可能近似于严平稳条件。

如此，以上论述的广义误差分布下的随机单位根模型的这一特征就给了我

们一个很有启发性的想法，由于 κ的上升会使严平稳与弱平稳间的替代性增

强，那么，在金融应用中，由于数据都是厚尾的，我们可以利用广义误差分布在

κ > 1
2
时也为厚尾，在适当范围内提高 κ，以此达到用弱平稳来近似严平稳的目

的。又因为弱平稳性质的适用性更加广泛更加容易满足，这就意味着广义误差

分布下的随机单位根模型也因此具有更广泛的适用性。进一步地设想，如果数

理金融中的单位根过程都用广义误差分布的随机单位根替换的话，不仅模型会

变得更加精确更加一般化，而且模型的适用性也会得到一定的提高。

第二㢸 随机单位根模型参ᮦ的ᶷཝղ❬զ䇗

由核心模型3-1式可以知道，

E(yt|yt−1) = αyt−1

var(yt|yt−1) = (σ2
ηy

2
t−1 + σ2

ε)2
2κΓ(3κ)

Γ(κ)

(3-6)
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则核心模型的似然函数为

fn(y1 · · · yt|y0) =
n∏

t=1

f(yt|yt−1)

=
n∏

t=1

exp[−1
2
| yt−αyt−1√

(σ2
ε+σ2

ηy
2
t−1)·22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| 1κ ]

2κ+1

√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

Γ(κ+ 1)

=
n∏

t=1

exp[−1
2
| yt−αyt−1√

(σ2
ε+σ2

ηy
2
t−1)·22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| 1κ ]

2κ+1

√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

Γ(κ+ 1)

= 2−(κ+1)n[Γ(κ+ 1)]−n[22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

n
2

·
n∏

t=1

{(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

− 1
2

exp[−1

2
| yt − αyt−1√

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ ]}

(3-7)

核心模型的对数似然函数为：

L(α, σ2
ε , σ

2
η) = −(κ+ 1)nln2− nlnΓ(κ+ 1)

− n

2
ln[22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]− 1

2

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

− 1

2

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

(3-8)

3.2.1 随机单位根模型ᶷཝղ❬զ䇗的䇗㇍

现在，求解模型参数就演变为对3-8的优化问题，在此我们给出两种算法思

路。第一，重新参数化；第二，EM算法。

我们首先讨论重新参数化方法。

将3-8式乘以 − 2
n
得，

− 2

n
L = 2(κ+ 1)ln2 + 2lnΓ(κ+ 1)

+ ln[22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
] +

1

n

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

(3-9)
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去掉3-9式的常数，

L(σ2
ε , σ

2
η, α) = − 2

n
L(α, σ2

ε , σ
2
η)− 2(κ+ 1)ln2

− 2lnΓ(κ+ 1)− ln[22κ
Γ(3κ)
Γ(κ) ]

=
1

n

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

(3-10)

接下来，对上式重新参数化。

这里，重新参数化是为了对参数降低维度，从而在优化似然函数时，对算

法起到降低计算量的目的。更为重要的是，在此处，可以将绝对值中的多个未

知参数转化为一个，这样在具体识别的时候更加容易处理。

令

τ =
σ2
η

σ2
ε

则

L(α, σ2
ε , τ) =

1

n

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

=
1

n

n∑
t−1

ln[σ2
ε(1 +

σ2
η

σ2
ε

y2t−1)]

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε +
σ2
η

σ2
ε
y2t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

=
1

n

n∑
t−1

ln[σ2
ε(1 + τy2t−1)]

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(1 + τy2t−1)

|
1
κ

· |(σ2
ε)

− 1
2 [22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2 |

1
κ

(3-11)
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L(α, σ2
ε , τ) =

1

n

n∑
t=1

lnσ2
ε +

1

n

n∑
t=1

ln(1 + τy2t−1)

+
1

n

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(1 + τy2t−1)

|
1
κ

· σ− 1
κ

κ [22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2κ

= lnσ2
ε + n−1

n∑
t=1

ln(1 + τy2t−1)

+ [22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2κσ

− 1
κ

ε n−1

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(1 + τy2t−1)

|
1
κ

(3-12)

总之，最大化 L(α, σ2
β, σ

2
η)等价于最小化 L(α, σ2

β, τ),则

∂L(σ2
ε , α, τ)

∂σ2
ε

=
1

σ2
ε

+ [22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2κn−1

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(1 + τy2t−1)

|
1
κ (− 1

2κ
)(σ2

κ)
− 1

2κ
−1

(3-13)

当

∂L(σ2
ε , α, τ)

∂σ2
ε

= 0

的时候,

1

σ2
ε

=

[22κ Γ(3κ)
Γ(κ)

]−
1
2κn−1

n∑
t=1

| yt−αyt−1√
(1+τy2t−1)

| 1κ

2κ
· (σ2

ε)
− 1

2κ
−1

(σ2
ε)

−1+ 1
2κ

+1 =

[22κ Γ(3κ)
Γ(κ)

]−
1
2κn−1

n∑
t=1

| yt−αyt−1√
(1+τy2t−1)

| 1κ

2κ

σ2
ε = {

[22κ Γ(3κ)
Γ(κ)

]−
1
2κn−1

n∑
t=1

| yt−αyt−1√
(1+τy2t−1)

| 1κ

2κ
}2κ

= σ2
ε(τ, α)

(3-14)

∂L(σ2
ε , α, τ)

∂σ2
ε

= [22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2κσ

− 1
κ

ε n−1

[
1

κ

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
1 + τy2t−1

|
1
κ
−1I[0,+∞)(yt − αyt−1) · (−yt−1)

(3-15)
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+
1

κ

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
1 + τy2t−1

|
1
κ
−1I(−∞,0)(yt − αyt−1) · (yt−1)]

当

∂L(σ2
ε , α, τ)

∂α
= 0

的时侯，
n∑

t=1

| yt − αyt−1√
1 + τy2t−1

|
1
κ
−1I(−∞,0)(yt −αyt−1) =

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
1 + τy2t−1

|
1
κ
−1I[0,+∞)(yt −αyt−1)

(3-16)

由上式可以确定一个隐函数 α = α(τ),则 σ2
ε(τ, α) = σ2

ε(τ, α(τ)) = σ2
ε(τ)，继

而 σ̂2
ε , α̂都可以由 τ 的函数来表达，这里的 τ̂ 可以由最小化以下函数来获得。

g(τ) = ln[σ2
ε(τ)] + n−1

n∑
t=1

ln(1 + τy2t−1) (3-17)

这样，我们就可以把似然函数最大化问题转化为一个最小化 g(τ)的问题，

并且还是单变量情形，但由于 g(τ)显然是一个非线性函数，我们可以用数值分

析的方法来优化 g(τ),找到最优 τ̂，再反带回原来的公式，相继求出极大似然估

计值。

从以上讨论，我们发现，重新参数化方法其实是多个参数化为对一个参数

的求解，但具体求解过程中，由于 GED分布假设的缘故，存在绝对值形式，由

此不能通过直接的求导的方法来处理，在实际过程中，需要对绝对值进行识别

后，再进行处理。从某种程度上来说，并不能像一般情况下给出一个解析解，只

给出一个相关算法。

针对绝对值问题，在此我们给出另一种解决方法，利用 EM算法来求解极

大似然估计。

EM算法是一种迭代方法，最初由 Dempster等提出 [12]，主要用来求后验分

布的众数 (即极大似然估计)，它的每一次迭代由两步组成：E步 (求期望)和M

步 (极大化)。一般地，以 P (θ|Y )表示 θ基于观测的后验分布密度函数，称为观

测后验分布，P (θ|Y, Z)表示添加数据 Z后得到的关于 θ 的后验分布密度函数，

称为添加数据的后验分布，P (Z|θ, Y )表示在给定 θ 和观察数据 Y下潜在数据
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Z的条件分布密度函数。我们的目的是计算观测后验分布 P (θ|Y )的众数，EM

算法按下述步骤进行。记 θ(i)为第 i + 1次迭代开始时后验众数的估计值，则第

i+ 1次迭代的两步为

E步：将 P (θ|Y, Z)或 logP (θ|Y, Z)关于 Z的条件分布求期望，从而把 Z积

掉，即

Q(θ|θ(i), Y ) ≜ EZ [logP (θ|Y, Z)|θ(i), Y ]

=

∫
logP (θ|Y, Z)P (Z|θ(i), Y )dZ

M步：将 Q(θ(i+1)|θ(i), Y )极大化，即找一点 θ(i+1)，使

Q(θ(i+1)|θ(i), Y ) = max
θ

Q(θ|θ(i), Y )

如此形成了一次迭代 θ(i) → θ(i+1)。将上述 E 步和 M 步进行迭代直至

∥θ(i+1) − θ(i)∥或 ∥Q(θ(i+1)|θ(i), Y )−Q(θ(i)|θ(i), Y )∥充分小时停止。

利用 EM算法还可以处理其他问题，比如做极大似然估计时，由于似然函

数较为复杂，求导方法很难实行，这时 EM算法是一个合适的选择。在此，EM

算法中所说的潜在变量可以解释为数据本身不存在缺失变量，但由于某些原因

导致似然函数难以处理。如果添加上额外的变量，问题就变得简单了。假设 X

是已知观测数据，Y视为未观测或缺失的数据，这样可以构成 Z = (X,Y )的完

全数据。给定数据 X，我们希望最大化似然函数 L(θ|X),由于一些原因导致似然

函数难以处理，而采用 Z|θ和 Y |(X, θ)的密度会更容易些。EM算法正是采用这

些容易的密度 P (θ|Z)，避开了直接考虑 P (θ|X)。

关于核心模型极大似然估计的 EM算法具体讨论如下。

为了去掉绝对值，我们考虑原模型为两种分布的混合，混合比为 1− p，p，

且 0 < p < 1。

我们首先给出其混合密度：

f(y; p, θ) = pϕ1(y) + (1− p)ϕ2(y)

θ = (α, σ2
β, σ

2
η)

(3-18)
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其中，

ϕ1(y) = 2−(κ+1)Γ(κ+ 1)[22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2 (σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

− 1
2

· exp[−1

2
(

yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

)
1
κ ]

ϕ2(y) = 2−(κ+1)Γ(κ+ 1)[22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

1
2 (σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

− 1
2

· exp[−1

2
(

−yt + αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

)
1
κ ]

给定样本 Y = (y1, y2, · · · , yt)，得到其似然函数为

f(θ, p;Y ) =
n∏

t=1

[pϕ1 + (1− p)ϕ2] (3-19)

对数似然函数为

L(θ, p;Y ) =
n∑

t=1

ln[pϕ1 + (1− p)ϕ2] (3-20)

由于 
∂ L(θ,p;Y )

∂θ
= 0

∂ L(θ,p;Y )
∂p

= 0

(3-21)

很难求解，所以可以尝试用 EM算法，本文只给出初步想法，对M步迭代

式的求解还需确定 κ值以及其他一些具体的数值优化算法。

引入潜在变量 Z = (Z1, Z2, · · · , Zt)且 Z1, Z2, · · · , Zt相互独立，其中

Zt =


1, 若 Yt来自 ϕ1

0, 若 Yt来自 ϕ2

(3-22)

以及 P{Zt = 1} = P, t = 1, 2, · · · , n;Yt|Zt = 1服从 ϕ1的密度，Yt|Zt = 0服

从 ϕ2的密度。

由此，(Zt, Yt)的似然函数为

f(θ, p;Y, Z) =
n∏

t=1

pZtϕZt
1 (1− p)1−Ztϕ1−Zt

2 (3-23)
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对上述似然函数取对数后得到

L(θ, p;Y, Z) =
n∑

t=1

Ztlnp+
n∑

t=1

Ztlnϕ1 + (n−
n∑

t=1

Zt)ln(1− p)

+ (n−
n∑

t−1

Zt)lnϕ2

(3-24)

E步：

Q(θ, p|θ(κ), p(κ), Y ) = EZ [L(θ, p;Y, Z)|θ(κ), p(κ), Y ]

=
n∑

t=1

EZ [Zt|θ(κ), p(κ), Y ]lnp

+
n∑

t=1

EZ [Zt|θ(κ), p(κ), Y ]lnϕ1

+ {n−
n∑

t=1

EZ [Zt|θ(κ), p(κ), Y ]}ln(1− p)

+ {n−
n∑

t=1

EZ [Zt|θ(κ), p(κ), Y ]}lnϕ2

(3-25)

又 ∵

EZ [Zt|θ(κ), p(κ), Y ] =
p(κ)ϕ1

p(κ)ϕ1 + (1− p(κ))ϕ2

(3-26)

∴

Q(θ, p|θ(κ), p(κ), Y ) =
n∑

t=1

p(κ)ϕ1

p(κ)ϕ1 + (1− p(κ))ϕ2

lnp

+
n∑

t=1

p(κ)ϕ1

p(κ)ϕ1 + (1− p(κ))ϕ2

lnϕ1

+ [n−
n∑

t=1

p(κ)ϕ1

p(κ)ϕ1 + (1− p(κ))ϕ2

]ln(1− p)

+ [n−
n∑

t=1

p(κ)ϕ1

p(κ)ϕ1 + (1− p(κ))ϕ2

]lnϕ2

(3-27)

M步：

我们发现引入潜在变量 Z 后，通过 E 步解决了原对数似然函数中绝对

值对数值优化的影响，在 M 步中，我们可以采用其他数值优化方法来对

Q(θ, p|θ(κ), p(κ), Y )进行最优化操作。

在此，我们只是提出 EM算法的一个初步想法，EM算法代码还在调试当中。
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3.2.2 随机单位根模型ᶷཝղ❬զ䇗的一致ᙝૂ⑆䘇↙ᘷᙝ

下面我们讨论 GED分布下核心模型极大似然估计的一致性和渐近正态性。

首先，我们讨论 GED分布下MLE的一致性。关于一致性，我们有以下定

理。

定理 3.3:

MLE θ̂
P−→ θ0, θ0为参数真值, θ = (α, σ2

ε , σ
2
η).

Ā
P−→ā表示依概率收敛。

证明: 参考定理 2.5(Newey and McFadden 1994) [15],若要证明 GED分布下的

MLE具有一致性，只需证明 θ̂MLE 满足下列四个条件即可。

条件一：如果 θ ̸= θ0，那么 P{f(y|θ) ̸= f(y|θ0)} > 0，其中 θ = (α, σ2
β, σ

2
β)。

条件二：参数集 θ为紧集，其中 θ = (α, σ2
β, σ

2
β)。

条件三：当 θ ∈ Θ时，似然函数 f(y|θ)为连续函数。

条件四：E[supθ∈Θ |lnf(Y |θ)|] < ∞,Y = (y1, y2, · · · , yt)。

条件二、三显然成立，只需证明条件一、四即可。

∵ L(·) = lnf(y1, · · · , yt|θ)

= −(κ+ 1)ln2 · n− nlnΓ(κ+ 1)− n

2
ln[22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]

− 1

2

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)−

1

2

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

条件一的证明：当 α ̸= α0时，不妨设 α > α0，对于 yt ∈ (α0yt−1, αyt−1)时，

lnf(y1, · · · , yt|θ)为严格的增函数，lnf(y1, · · · , yt|θ0)为严格的减函数，所以条件

一成立。当 α = α0时，σ2
ε ̸= σ2

ε0
时，

lnf(y1, · · · , yt|θ) = −(κ+ 1)ln2 · n− nlnΓ(κ+ 1)− n

2
ln[22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]

− 1

2

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)−

1

2

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ

由于 lnf(y1, · · · , yt|θ)与 lnf(y1, · · · , yt|θ0)都是指数函数，不可能有两个以

上的交点，故条件一成立。
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同理，当 σ2
η ̸= σ2

η0
时，条件一也成立。

综上所述，条件一成立。

条件四的证明：由三角不等式，有

|lnf(y1, · · · , yt|θ)| ⩽ κ1 + κ2

n∑
t=1

|y|
1
κ

其中，

y = | yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|

又 ∵GEF分布中心矩

Mr = 2rκσrΓ[κ(r + 1)]

Γ(κ)

其中，

σ =

√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)

∴ E(|y|r) = Mr

= 2rκσrΓ[κ(r + 1)]

Γ(κ)

E[supθ∈Θ|lnf(y1, · · · , yt|θ)|] ⩽ κ1 + κ2E(
n∑

t=1

|y|
1
κ )

= κ1 + κ2

n∑
t−1

Mr

= κ1 + κ2

n∑
t−1

2rκσrΓ[κ(r + 1)]

Γ(κ)

< ∞

则条件四成立。

综上所述，GED分布下，该模型的MLE具有一致性。 □

接下来，我们开始讨论 GED分布假设下核心模型MLE的渐近正态性。关

于渐近正态性，我们有以下定理。

定理 3.4:
√
T (θ̂MLE − θ0)

d−→ N(0, I−1(θ0))
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其中 I(θ0)为信息矩阵，

I(θ0) ≡ E[(▽θlnf(Y |θ0))(▽θlnf(Y |θ0))′]

Y = (y1, y2, · · · , yt)

Ā
d−→ā表示依分布收敛。

在证明之前，我们需要先求出与似然函数相关的信息矩阵。信息矩阵的表

达有许多种，本文采用 BHHH估计量，其定义如下：

定义 3.4:

I = E[
∂2L(·)
∂θ2

]

= E[
∂L(·)
∂θ2

· ∂L(·)
∂θ

]

(3-28)

此为 BHHH估计量。

关于 BHHH估计量的相关讨论细节可见 Green(2004) [22]。

已知似然函数

L(α, σ2
ε , σ

2
η) = −(κ+ 1)nln2− nlnΓ(κ+ 1)

− n

2
ln[22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]− 1

2

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

− 1

2

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ · I[0,+∞)(yt − αyt−1)

− 1

2

n∑
t=1

| yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|
1
κ · I[(−∞,0)(yt − αyt−1)

(3-29)

令

L = | yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| · I[0,+∞)(yt − αyt−1) (3-30)

R = | yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| · I(−∞,0)(yt − αyt−1) (3-31)

A(κ) = −(κ+ 1)nln2− nlnΓ(κ+ 1)− n

2
ln[22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
] (3-32)

L(α, σ2
ε , σ

2
η) = L(·) (3-33)
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由公式3-30,3-31,3-32,3-33我们可以得到：

L(·) = A(κ)− 1

2

n∑
t=1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)−

1

2

n∑
t=1

L
1
κ − 1

2

n∑
t=1

R
1
κ (3-34)

为了用 BHHH估计量计算信息矩阵，我们还需要以下引理。

引理 3.3:

ELr[ln(
L

2κ
)]m · I[0,+∞)(yt − αyt−1)

=ERr[ln(
R

2κ
)]m · I(−∞,0)(yt − αyt−1)

=B(κ,m)Γ(m)[κ(r + 1)]

(3-35)

其中，B(κ,m) = 2κm2[κ(+1)−1]

2κ+1Γ(κ)

证明:

ELr[ln(
L

2κ
)]m · I[0,+∞)(yt − αyt−1)

=

∫ +∞

0

Lr[ln(
L

2κ
)]mf(yt − αyt−1)d(yt − αyt−1) (令 εt = yt − αyt−1)

=

∫ +∞

0

Lr[ln(
L

2κ
)]m

exp[−1
2
| εt√

(σ2
ε+σ2

ηy
2
t−1)·22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| 1κ ]

2κ+1

√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

Γ(κ+ 1)
dεt

=

∫ +∞

0

Lr[ln(
L

2κ
)]m

e−
1
2
| εt
σ
|
1
κ

2κ+1σΓ(κ+ 1)
dεt

(令 σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
)

令

x = [| ε
σ
|I[0,+∞)(εt)]

1
κ = L

1
κ

dx =
1

κ
L

1
κ
−1 1

σ
dεt

上式 =

∫ +∞

0

Lr[ln(
L

2κ
)]m

e−
1
2
| εt
σ
|
1
κ

2κ+1σΓ(κ+ 1)
dεt

=

∫ +∞

0

L
1
κ
·rκ[ln(

L

2κ
)]m

1

2κ+1σΓ(κ+ 1)
e−

1
2
x(

1

κσ
L

1
κ
−1)−1dx

=

∫ +∞

0

xrκ[ln(
L

2κ
)]m

κσ

2κ+1σΓ(κ+ 1)
e−

1
2
xL− 1

κ
(1−κ)dx

=

∫ +∞

0

xrκ[ln(
L

2κ
)]m

1

2κ+1σΓ(κ+ 1)
xκ−1e−

1
2
xdx
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=

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x[ln(

L

2κ
)

1
κ
·κ]m

1

2κ+1Γ(κ)
dx

=
1

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x[ln(

L

2κ
)

1
κ
·κ]mdx

=
1

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x[κln(

L

2κ
)

1
κ ]mdx

=
κm

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x[ln(

L
1
κ

2
)]mdx

=
2κm

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x[ln(

x

2
)]md

x

2

=
2κm

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

x[κ(r+1)−1]e−
1
2
x(2 · 1

2
)[κ(r+1)−1][ln(

x

2
)]md

x

2

=
2κm2[κ(r+1)−1]

2κ+1Γ(κ)

∫ +∞

0

(
x

2
)[κ(r+1)−1]e−

1
2
x[ln(

x

2
)]md

x

2

令

t =
x

2

B(κ,m) =
2κm2[κ(+1)−1]

2κ+1Γ(κ)

上式 = B(κ,m)

∫ +∞

0

t[κ(r+1)−1]e−t(lnt)mdt

= B(κ,m)Γ(m)[κ(r + 1)] (Gamma函数导数性质)

同理，

ERr[ln(
R

2κ
)]m · I(−∞,0)(yt − αyt−1)

=B(κ,m)Γ(m)[κ(r + 1)]

综上所述，引理得证。 □

接下来，我们来求出 BHHH估计量。已知

L(·) = A(κ)− 1

2

n∑
t−1

ln(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)−

1

2

n∑
t=1

L
1
κ − 1

2

n∑
t=1

R
1
κ

L = | yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| · I[0,+∞)(yt − αyt−1)

R = | yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

| · I(−∞,0)(yt − αyt−1)

(3-36)
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则我们可以求得对应偏导为，

∂L(·)
∂α

= −1

2

n∑
t=1

1

κ
L

1
κ
−1∂L

∂α
− 1

2

n∑
t=1

1

κ
R

1
κ
−1∂R

∂α

= −1

2

n∑
t=1

1

κ
L

1
κ
−1 −yt−1√

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

− 1

2

n∑
t=1

1

κ
R

1
κ
−1 −yt−1√

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

(令σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
)

= − 1

2κ
[

n∑
t=1

L
1
κ
−1(−yt−1)(σ

2)−
1
2 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1(−yt−1)(σ

2)−
1
2 ]

(3-37)

∂L(·)
∂σ2

ε

= −1

2

n∑
t=1

1

σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1

− 1

2

n∑
t=1

1

κ
L

1
κ
−1 ∂L

∂σ2
ε

− 1

2

n∑
t=1

1

κ
R

1
κ
−1 ∂R

∂σ2
ε

(3-38)

为了求出

∂L(·)
∂σ2

ε

还需要求出

∂L

∂σ2
ε

和
∂R

∂σ2
ε

则

∂L

∂σ2
ε

=
∂|yt−αyt−1

σ(σ2
ε)

|I[0,+∞)(yt − αyt−1)

∂σ2
ε

=
∂(yt−αyt−1

σ(σ2
ε)

)

∂σ2
ε

= (yt − αyt−1)(
1

2
)(σ2)

1
2
−1∂σ

2

∂σ2
ε

(令σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
)

= (−1

2
)(yt − αyt−1)(σ

2)−
3
222κ

Γ(3κ)

Γ(κ)

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
(yt − αyt−1)[(σ

2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

3
2

(3-39)
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上式 = −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
| yt − αyt−1√

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|I[0,+∞)(yt − αyt−1)

· [(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−1

(3-40)

∂L

∂σ2
ε

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
[σ2]−1L (3-41)

另一个

∂R

∂σ2
ε

=
∂|yt−αyt−1

σ(σ2
ε)

|I(−∞,0)(yt − αyt−1)

∂σ2
ε

=
∂(αyt−1−yt

σ(σ2
ε)

)

∂σ2
ε

= (αyt−1 − yt)(−
1

2
)(σ2)−

1
2
−1∂σ

2

∂σ2
ε

= (−1

2
)(αyt−1 − yt)(σ

2)−
3
222κ

Γ(3κ)

Γ(κ)

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
(αyt−1 − yt)(σ

2)−
1
2 (σ2)−1

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
| yt − αyt−1√

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|I(−∞,0)(yt − αyt−1)

· [(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−1

(3-42)

∂R

∂σ2
ε

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
R[σ2]−1 (3-43)

根据上面求解出的公式3-41和3-43，我们可以得到：
∂L(·)
∂σ2

ε

= −1

2

n∑
t=1

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 − 1

2

1

κ

n∑
t=1

L
1
κ
−1(−22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
[σ2]−1L)

− 1

2

1

κ

n∑
t=1

R
1
κ
−1(−22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
[σ2]−1R)

= −1

2

n∑
t=1

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 +
1

2κ
22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
[

n∑
t=1

L
1
κ
−1L

σ2
+

n∑
t=1

R
1
κ
−1R

σ2
]

= −1

2

n∑
t=1

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
[

n∑
t=1

L
1
κ

σ2
+

n∑
t=1

R
1
κ

σ2
]

(3-44)

∂L(·)
∂σ2

η

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1

σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1

− 1

2

n∑
t=1

1

κ
L

1
κ
−1 ∂L

∂σ2
η

1

2

n∑
t=1

1

κ
R

1
κ
−1 ∂R

∂σ2
η

(3-45)
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同样，

∂L(·)
∂σ2

η

也需要

∂L

∂σ2
η

和
∂L

∂σ2
η

∂L

∂σ2
η

=
∂|yt−αyt−1

σ(σ2
η)

|I[0,+∞)(yt − αyt−1)

∂σ2
η

(令σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
)

又 ∵ ∂σ2

∂2
η

= y2t−12
2κΓ(3κ)

Γ(κ)

∴上式 =
∂(yt−αyt−1

σ(σ2
η)

)

∂σ2
η

= (yt − αyt−1)(−
1

2
)(σ2)−

1
2
−1∂σ

2

∂σ2
η

= (−1

2
)(yt − αyt−1)(σ

2)−
3
2y2t−12

2κΓ(3κ)

Γ(κ)

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
(yt − αyt−1)[(σ

2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−

3
2y2t−1

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1(yt − αyt−1)[σ

2]−
3
2

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1(yt − αyt−1)[σ

2]−
1
2 [σ2]−1

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1|

yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|I[0,+∞)(yt − αyt−1)

· [(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
]−1

(3-46)

∂L

∂σ2
η

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1[σ

2]−1L (3-47)

∂R

∂σ2
η

=
∂|yt−αyt−1

σ(σ2
η)

|I(−∞,0)(yt − αyt−1)

∂σ2
η

(令σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
)

(3-48)
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又 ∵ ∂σ2

∂2
η

= y2t−12
2κΓ(3κ)

Γ(κ)

∴上式 =
∂(αyt−1−yt

σ(σ2
η)

)

∂σ2
η

= (αyt−1 − yt)(−
1

2
)(σ2)−

1
2
−1∂σ

2

∂σ2
η

= (αyt−1 − yt)(−
1

2
)(σ2)−

3
2y2t−12

2κΓ(3κ)

Γ(κ)

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
(αyt−1 − yt)y

2
t−1(σ

2)−
3
2

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1|

yt − αyt−1√
(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)
Γ(κ)

|I(−∞,0)(yt − αyt−1)[σ
2]−1

∂R

∂σ2
η

= −22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1[σ

2]−1R (3-49)

由公式3-47和3-49，我们可以得到：
∂L(·)
∂σ2

η

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1

σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1

− 1

2κ

n∑
t=1

L
1
κ
−1[−22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1[σ

2]−1L]

− 1

2κ

n∑
t=1

R
1
κ
−1[−22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
y2t−1[σ

2]−1R]

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1

σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1

+
1

2κ
22κ−1Γ(3κ)

Γ(κ)
[

n∑
t=1

(
L

1
κ

σ2
)y2t−1 +

n∑
t=1

(
R

1
κ

σ2
)y2t−1]

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1(σ
2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)

· [
n∑

t−1

(L
1
κy2t−1)(σ

2)−1 +
n∑

t−1

(R
1
κy2t−1)(σ

2)−1]

(3-50)

在此，我们小结一下：

∂L(·)
∂α

= − 1

2κ
[

n∑
t=1

L
1
κ
−1(−yt−1)(σ

2)−
1
2 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1(−yt−1)(σ

2)−
1
2 ] (3-51)

∂L(·)
∂σ2

ε

= −1

2

n∑
t=1

(σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
[

n∑
t=1

L
1
κ

σ2
+

n∑
t=1

R
1
κ

σ2
] (3-52)

∂L(·)
∂σ2

η

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1(σ
2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(3-53)
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·[
n∑

t−1

(L
1
κy2t−1)(σ

2)−1 +
n∑

t−1

(R
1
κy2t−1)(σ

2)−1]

当 t之前的信息已知，则 yt−1, σ
2都近似为已知，可提到求和号之外。

∂L(·)
∂α

= − 1

2κ
(σ2)−

1
2 (yt−1)[−

n∑
t−1

L
1
κ
−1 +

n∑
t−1

R
1
κ
−1] (3-54)

∂L(·)
∂σ2

ε

= −1

2
n(σ2

ε + σ2
εy

2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1[

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ] (3-55)

∂L(·)
∂σ2

η

= −1

2
n(σ2

ε + σ2
εy

2
t−1)

−1y2t−1 + 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1[

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ] (3-56)

进一步化简上面三个式子：

令

A = − 1

2κ
(σ2)−

1
2 (yt−1)

B1 = −1

2
n(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

−1 B2 = −1

2
n(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

−1y2t−1

C1 = 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1 C2 = 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1(y2t−1)

则

∂L(·)
∂α

= A[−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1] (3-57)

∂L(·)
∂σ2

ε

= B1 + C1[
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ] (3-58)

∂L(·)
∂σ2

η

= B2 + C2[
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ] (3-59)

我们定义核心模型的信息矩阵为



α σ2
ε σ2

η

α D1 D2 D3

σ2
ε D4 D5 D6

σ2
η D7 D8 D9

 (3-60)

根据定义3.4,我们可以知道，
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Dj = E[
∂2L(·)
∂θi∂θj

]

= E[
∂L(·)
∂θi

· L(·)
∂θj

]

(3-61)

进一步，假设 εt = yt − αyt−1，序列不相关，则

E(εtεt−j) = 0 E(LR) = 0

E(LtLt−j) = 0 E(RtRt−j) = 0
(3-62)

D1 = E(
∂2L(·)
∂α

· ∂L(·)
∂α

)

= E[A2(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]

= E{A2[(
n∑

t=1

R
1
κ
−1)2 + (−

n∑
t=1

L
1
κ
−1)2]}

= A2E[(
n∑

t=1

R
1
κ
−1)2 + (−

n∑
t=1

L
1
κ
−1)2]

= A2E[
n∑

t=1

R
2
κ
−2 +

n∑
t=1

L
2
κ
−2]

= A2(
n∑

t=1

ER
2
κ
−2 +

n∑
t=1

EL
2
κ
−2)

(3-63)

根据引理3.3，

r =
2

κ
− 2,m = 0

EL
2
κ
−2

=ER
2
κ
−2

=B(κ, 0)Γ[κ(
2

κ
− 2 + 1)]

=B(κ, 0)Γ(2− κ)

(3-64)

∴ D1 = E(
∂L(·)
∂α

· ∂L(·)
∂α

)

= A22nB(κ, 0)Γ(2− κ)

= 2nA2B(κ, 0)Γ(2− κ)

(3-65)
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D2 = E(
∂L(·)
∂α

· ∂L(·)
∂σ2

ε

)

= E{A(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

L
1
κ
−1)[B1 + C1(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

(3-66)

D2 = E{AB1(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1) + AC1[(

n∑
t=1

R
1
κ )2 − (

n∑
t=1

L
1
κ )2]}

= AC1E[(
n∑

t=1

R
1
κ )2 − (

n∑
t=1

L
1
κ )2]

= 0

(3-67)

D3 = E(
∂L(·)
∂α

· ∂L(·)
∂σ2

η

)

= E{A(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)[B2 + C2(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

= 0

(3-68)

D4 = E(
∂L(·)
∂σ2

ε

· ∂L(·)
∂α

)

= E{[B1 + C1(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]A(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)}

= AE{[B1 + C1(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )](−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)}

= AE[B1(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]

+ AC1E[(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]

= 0 + AC1E[−(
n∑

t=1

L
1
κ )(

n∑
t=1

L
1
κ
−1) + (

n∑
t=1

L
1
κ )(

n∑
t=1

R
1
κ
−1)

− (
n∑

t=1

L
1
κ
−1)(

n∑
t=1

R
1
κ ) + (

n∑
t=1

R
1
κ )(

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]

= 0

(3-69)

D5 = E(
∂L(·)
∂σ2

ε

· ∂L(·)
∂σ2

ε

)

= E{[B1 + C1(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )][B1 + C1(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

(3-70)
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D5 = B2
1 + 2B1C1E(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ) + C2

1E(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )2 (3-71)

根据引理3.3，

r =
1

κ
,m = 0

EL
1
κ

=ER
1
κ

=B(κ, 0)Γ[κ(
1

κ
+ 1)]

=B(κ, 0)Γ(1 + κ)

EL
2
κ

=ER
2
κ

=B(κ, 0)Γ[κ(
2

κ
+ 1)]

=B(κ, 0)Γ(2 + κ)

(3-72)

D5 = B2
1 + 4B1C1nB(κ, 0)Γ(1 + κ) + C2

1E(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )2

= B2
1 + 4B1C1nB(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2C2

1nB(κ, 0)Γ(2 + κ)

(3-73)

D6 = E(
∂L(·)
∂σ2

ε

· ∂L(·)
∂σ2

η

)

= E{[B1 + C1(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )][B2 + C2(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

= B1B2 +B1C2E(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ) +B2C1E(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )

+ C1C2E[(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]

= B1B2 +B1C22nEL
1
κ +B2C12nEL

1
κ + C1C2E[(

n∑
t=1

L
1
κ )2 + (

n∑
t=1

R
1
κ )2]

= B1B2 + (B1C22n+ 2nB2C1)B(κ, 0)Γ(1 + κ) + C1C22nEL
2
κ

= B1B2 + (2nB1C2 + 2nB2C1)B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC1C2B(κ, 0)Γ(2 + κ)

(3-74)
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D7 = E(
∂L(·)
∂σ2

η

· ∂L(·)
∂α

)

= E{[B2 + C2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )][A(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]}

= E[AB2(−
n∑

t=1

L
1
κ
−1) + AB2(

n∑
t=1

R
1
κ
−1)

+ AC2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1)]

= AC2E[(
n∑

t=1

L
1
κ )(−

n∑
t=1

L
1
κ
−1) + (

n∑
t=1

L
1
κ )(

n∑
t=1

R
1
κ )

+ (
n∑

t=1

R
1
κ )(−

n∑
t=1

L
1
κ ) + (

n∑
t=1

R
1
κ )(

n∑
t=1

L
1
κ
−1)]

= 0

(3-75)

D8 = E(
∂L(·)
∂σ2

η

· ∂L(·)
∂σ2

ε

)

= E{[B2 + C2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )][B1 + C1(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

= E[B1B2 +B2C1(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ) +B1C2(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )

+ C1C2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]

= B1B2 +B2C12nEL
1
κ +B1C22nEL

1
κ + C1C22nEL

2
κ

(3-76)

又 ∵ EL
1
κ = B(κ, 0)Γ(1 + κ)

EL
2
κ = B(κ, 0)Γ(2 + κ)

∴ D8 = B1B2 + (2nB2C1 + 2nB1C2)B(κ, 0)Γ(1 + κ)

+ 2C1C2nB(κ, 0)Γ(2 + κ)
(3-77)

D9 = E(
∂L(·)
∂σ2

η

· ∂L(·)
∂σ2

η

)

= E{[B2 + C2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )][B2 + C2(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )]}

(3-78)
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D9 = E[B2
2 + 2B2C2(

n∑
t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ ) + C2

2(
n∑

t=1

L
1
κ +

n∑
t=1

R
1
κ )2]

= B2
2 + 4nB2C2EL

1
κ + C2

22nEL
2
κ

(3-79)

又 ∵ EL
1
κ = B(κ, 0)Γ(1 + κ)

EL
2
κ = B(κ, 0)Γ(2 + κ)

∴ D9 = B2
2 + 4nB2C2B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC2

2B(κ, 0)Γ(2 + κ) (3-80)

小结一下，信息矩阵为



α σ2
ε σ2

η

α D1 D2 D3

σ2
ε D4 D5 D6

σ2
η D7 D8 D9

 (3-81)

其中，

D1 = 2A2nB(κ, 0)Γ(2− κ)

D2 = 0

D3 = 0

D4 = 0

D5 = B2
1 + 4B1C1nB(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2C2

1nB(κ, 0)Γ(2 + κ)

D6 = B1B2 + (2nB1C2 + 2nB2C1)B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC1C2B(κ, 0)Γ(2 + κ)

D7 = 0

D8 = B1B2 + (2nB2C1 + 2nB1C2)B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2C1C2nB(κ, 0)Γ(2 + κ)

D9 = B2
2 + 4nB2C2B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC2

2B(κ, 0)Γ(2 + κ)

(3-82)

A = − 1

2κ
(σ2)−

1
2 (yt−1)

B1 = −1

2
n(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

−1 B2 = −1

2
n(σ2

ε + σ2
ηy

2
t−1)

−1y2t−1

C1 = 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1 C2 = 22κ−2Γ(3κ)

κΓ(κ)
(σ2)−1(y2t−1)

(3-83)
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σ2 = (σ2
ε + σ2

ηy
2
t−1) · 22κ

Γ(3κ)

Γ(κ)
) (3-84)

B(κ, 0) =
2κ02[κ(r+1)−1]

2κ+1Γ(κ)

=
2κ(r+1)

2κ+1Γ(κ)

=
2κ(r+1)−(κ+1)

Γ(κ)

=
2κr−1

Γ(κ)

(3-85)

接下来，我们给出定理3.4的证明需要的一些引理，这些引理都来自 Newey

and McFadden(1994) [15]对M估计量渐近正态性的讨论。

引理 3.4: 对任意的 ε > 0，存在M0 > 0,使得

|lnx| ⩽ M0(1 + x−ε + xε) (3-86)

成立。

引理 3.5: 对任意的 (µ∗, q∗)若有 |q∗− q| ⩽ d, |µ∗−µ| ⩽ d，则下列式子成立：

(一)当 y < µ− d时，(µ∗ − y)q
∗ ⩽ 2 + (µ+ d− y)q+d + (µ− d− y)q−d；

(二)当 q∗ > 0, y < µ− d时，(µ∗ − y)q
∗ ⩽ 1 + (µ+ d− y)q+d；

(三)当 y > µ+ d时，(y − µ∗)q
∗ ⩽ 2 + (y − µ+ d)q+d + (y − µ− d)q−d；

(四)当 q∗ > 0, y > µ+ d时，(y − µ∗)q
∗ ⩽ 1 + (y − µ+ d)q+d。

引理 3.6: 若 X为服从 GED分布的随机变量，那么对于 µ ∈ R, r > −1时，

E|x− µ|r ⩽ M(κ, r, σ; θ0)Γ[κ(r + 1)] (3-87)

成立。

证明:

E|x− µ|r

=

∫ µ

−∞
|x− µ|r 1

2κ+1σΓ(κ+ 1)
e−

1
2
|x−µ

σ
|
1
κ dx

+

∫ +∞

µ

|x− µ|r 1

2κ+1σΓ(κ+ 1)
e−

1
2
|x−µ

σ
|
1
κ dx

上式第二项 =

∫ µ

−∞
|x− µ

σ
|r σr

2κ+1σΓ(κ+ 1)
e−

1
2
|x−µ

σ
|
1
κ σκtκ−1dt
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令

t = |x− µ

σ
|
1
κ

dt =
1

σ

1

κ
|x− µ

σ
|
1
κ
−1dx

=
1

σκ
|x− µ

σ
|
1
κ
(1−κ)dx

dx = σκtκ−1dt

上式 =

∫ µ

−∞
trκ

σr

2κ+1Γ(κ)
e−

1
2
ttκ−1dt

=
2σr

2κ+1Γ(κ)

∫ µ

−∞
t[κ(r+1)−1]e−

1
2
td
t

2

=
σ22[1−κ(r+1)]

2κΓ(κ)

∫ µ

−∞
(
t

2
)[κ(r+1)−1]e−

1
2
td
t

2

=
σ22[1−κ(r+1)]

2κΓ(κ)
Γ[κ(r + 1)]

由此，

原式 = [M1(κ, r, σ; θ0) +M2(κ, r, σ; θ0)]Γ[κ(r + 1)]

= M0(κ, r, σ; θ0)Γ[κ(r + 1)]

⩽ M(κ, r, σ; θ0)Γ[κ(r + 1)]

故引理 3.6成立。 □

现在定理3.4所需的所有引理都已经讨论，下面我们给出定理3.4的正式证

明。

定理3.4的证明：

证明: 根据 Newey and McFadden 1994年关于 M估计量的 MLE的相关讨

论 [15]，仿造他们的相关分析方法，若想证明MLE θ̂的渐近正态性，只需证明

Ψ(Y, θ) =
∂lnf(Y |θ0)

∂θ

满足下列四个条件即可。

条件一：对任意给定的 θ,Ψ可测且可分，即

λ(θ) = EΨ(Y, θ)

U(Y, θ, d) = sup
|r−θ|<d

|Ψ(Y, θ)−Ψ(Y, θ∗)|
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条件二：存在 θ0 ∈ Θ，使得 λ(θ0) = 0。

条件三：E[|Ψ(Y, θ0)
2|]有限。

条件四：存在 a, b, c, d0，使得下面各式成立：

当|θ − θ0| ⩽ d0时，a|θ − θ0| ⩽ |λ(θ)| (3-88)

当|θ − θ0|+ d ⩽ d0, d ⩾ 0时，EU(Y, θ, d) ⩽ bd (3-89)

当|θ − θ0|+ d ⩽ d0, d ⩾ 0时，E[U(Y, θ, d)2] ⩽ cd2 (3-90)

条件一的证明：

因为

Ψ(Y, θ) =
∂lnf(Y |θ)

∂θ

λ(θ) = EΨ(Y, θ)

U(Y, θ, d) ≡ sup
θ∗∈D∗

|Ψ(Y, θ∗)−Ψ(Y, θ)|

其中，D∗ ≡ {θ∗||θ∗ − θ| ⩽ d}, θ = (α, σ2
ε , σ

2
η)

所以，显然对于任意 θ,Ψ(Y, θ) = ∂lnf(Y |θ)
∂θ

可测量可分离成立，即条件一成

立。

条件二证明：

∂lnf(Y |θ)
∂α

=
L(·)
∂α

= A[−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1]

由信息矩阵求解中用到的引理3.3，

ELr[ln(
L

2κ
)]mI[0,+∞)(yt − αyt−1)

= ERr[ln(
L

2κ
)]mI(−∞,0)(yt − αyt−1)

= B(κ,m)Γ(m)[κ(r + 1)]

所以，

E(
∂lnf(Y |θ)

∂α
) = An[EL

1
κ
−1 − ER

1
κ
−1] = 0
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则条件二成立。

条件三证明：

根据前面分析的信息矩阵

E(|∂lnf(Y |θ)
∂α

|2) ⩽ E[|(∂lnf(Y |θ)
∂α

)2|]

= D1

= 2A2nB(κ, 0)Γ(2− κ)

E(|∂ln(Y |θ)
∂σ2

ε

|2) ⩽ E[|(∂lnf(Y |θ)
∂σ2

ε

)2|]

= D5

= B2
1 + 4B1C1nB(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2C2

1nB(κ, 0)Γ(2 + κ)

E(|∂ln(Y |θ)
∂σ2

η

|2) ⩽ E[|(∂lnf(Y |θ)
∂σ2

η

)2|]

= D9

= B2
2 + 4nB2C2B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC2

2B(κ, 0)Γ(2 + κ)

显然，E[|Ψ(Y, θ0)
2|]有限成立。

所以条件三成立。

条件四的证明：

公式3-88的证明。

由 Newey and McFadden (1994)中的分析可以知道公式3-88成立的一个充分

条件为 λ(θ)在 θ0的领域 O(θ0, d)内连续可导
[15]。

λ1(θ) = E[
∂lnf(Y |θ)

∂α
]

则

∂λ1(θ)

∂α

连续

λ1(θ) = E[
∂lnf(Y |θ)

∂α
]

= AE[−
n∑

t=1

L
1
κ
−1 +

n∑
t=1

R
1
κ
−1]
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λ1(θ) = A · A1(τ)E|yt − αyt−1|v−1I(αyt−1,+∞)(yt)

+ A · A2(τ)E|yt − αyt−1|v−1I(−∞,αyt−1)(yt)

=

∫ +∞

0

α(Y ; θ)dY

其中，

a(Y, ; θ) = A1(τ)Y
v−1f(αyt−1 + yt; θ0)

+ A2(τ)Y
v−1I(−∞,αyt−1)f(αyt−1 − yt; θ0)

A1, A2为基于 (α, σ2
β, σ

2
η)的连续函数，f(Y, θ0)为 GED的联合密度函数。

令足够小的 d0 > 0, O(θ0, d0) ≡ {θ : |θ − θ0| < d0} ∈ Θ。

显然 a(Y ; θ)在 O(θ0, d0)上连续可导。

sup
|θ−θ0|<d0

|∂a(Y ; θ)

∂α
| ⩽


B0Y

v−1, 0 ⩽ Y ⩽ 1

B0Y
2(V−1)e−B1Y , Y > 1

由 Newey and McFadden 1994年讨论 M估计量的文章中的定理 3.6可以知

道 [15]，λ1(θ)在 θ0的领域 O(θ0, d0)对于 αyt−1连续可导，则公式3-88成立。

公式3-89的证明。

令

τ = (σ2
ε , σ

2
η), θ = (τ, α), θ∗ = (τ ∗, α∗);D∗ = {θ∗||θ∗ − θ| ⩽ d}

µ(Y, θ, d) ≡ sup
θ∗∈D∗

|Ψ(Y, τ ∗, α∗)−Ψ(Y, τ, α)|

⩽ sup
θ∗∈D∗

|Ψ(Y, τ ∗, α∗)−Ψ(Y, τ ∗, α)|

+ sup
|τ∗−τ |⩽d

|Ψ(Y, τ ∗, α)−Ψ(Y, τ, α)|

因为 α固定且函数是光滑的，所以上式第二部分的边界很好证明。而对于

第一部分有

Ψ(Y, τ, α) = c(τ)

+ [C11(τ)|αyt−1 − yt|v + C12(τ)|αyt−1 − yt|ln|αyt−1 − yt|]

· I(−∞,αyt−1)(yt)
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+ [C21(τ)|αyt−1 − yt|v + C22(τ)|αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt|]

· I[αyt−1,+∞)(yt)

C(·), cij(·)为关于 τ = (σ2
β, σ

2
η)的连续函数，v = 1

κ
或 1

κ
− 1。

现在，我们只需证以下四个不等式成立：

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vI(−∞,α∗yt−1)(yt)− |αyt−1 − yt|vI(−∞,αyt−1)(yt)|]

⩽ bd

(3-91)

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt|I(−∞,α∗yt−1)(yt)

− |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt|I(−∞,αyt−1)(yt)|]

⩽ bd

(3-92)

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vI[α∗yt−1,+∞)(yt)− |αyt−1 − yt|vI[αyt−1,+∞)(yt)|]

⩽ bd

(3-93)

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt|I[α∗yt−1,+∞)(yt)

− |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt|I[αyt−1,+∞)(yt)|]

⩽ bd

(3-94)

现在只给出3-92的相关证明，公式3-91，3-95，3-94类似证明。

接下来，我们开始对公式3-92的证明，首先重写3-92式：

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt|I(−∞,α∗yt−1)(yt)

− |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt|I(−∞,αyt−1)(yt)|]

⩽ bd

(3-95)

根据 Taylor 展开定理 [17] 和引理3.4，引理3.5，引理3.6可知，对任意

(αyt−1, v), |v∗ − v| ⩽ d, |α∗yt−1 − αyt−1| ⩽ d有：

△f(Y, θ) = ||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt| − |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt||

f ′(Y, θ) = v|α̂yt−1 − yt|v−1ln|αyt−1 − yt|+
|α̂yt−1 − yt|v

α̂yt−1 − yt
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= |α̂yt−1 − yt|v−1{vln|αyt−1 − yt|+ 1} (α̂ ∈ (α∗, α))

△f(Y, θ) = ||α̂yt−1 − yt|v−1[vln|αyt−1 − yt|+ 1]|α∗yt−1 − αyt−1|

⩽ d[|α̂yt−1 − yt|v−1v|ln|α̂yt−1 − yt||+ |α̂yt−1 − yt|v−1] (由引理3.4)

⩽ dM0(ε)[v|α̂yt−1 − yt|v−1 + v|α̂yt−1 − yt|v−1−ε

+ v|α̂yt−1 − yt|v−1+ε (由引理3.5)

⩽ d
4∑

i=1

Mi(ε)[2 + (αyt−1 + d− yt)
v+d−δi + (αyt−1 − d− yt)

v−d−δi ]

= dE|yt − αyt−1|v+d−δi (由引理3.6)

这里 δ1 = δ4 = 1, δ2 = 1 + ε, δ3 = 1 − ε,M1(ε) = M2(ε) = M3(ε) =

M0(ε)v,M4(ε) = M0(ε)。

假设 v ± d− δi > −1, v ± d− 1 > −1，则由引理3.6可以知道，3-92式成立，

同理3-91式，3-95式，3-94式也成立。由此3-89式成立。

公式3-90的证明。

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt| − |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt||

· I(−∞,αyt−1)(yt)]
2

对任意的 (αyt−1, v), |v∗ − v| ⩽ d, |α∗yt−1 − αyt−1| ⩽ d，

E[ sup
θ∗∈D∗

||α∗yt−1 − yt|vln|α∗yt−1 − yt| − |αyt−1 − yt|vln|αyt−1 − yt||

· I(−∞,αyt−1)(yt)]
2

⩽ (dE|yt − αyt−1|v+d−δi)2

= d2(EX2 − varX)2

= d2C

所以3-90式成立，则条件四成立。

综上所述，四个条件满足，则 GED分布下的MLE的渐近正态性成立。 □
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第三㢸 随机单位根的ٽ䇴Ỷ僂

3-1式核心模型只有在 α = 1, σ2
η = 0时，才是单位根模型。因此，我们需

要在核心模型下，对单位根进行检验。本文我们给出两种思路的检验。第一种，

LM检验的思路是先对单位根与随机单位根做区分，再用经典单位根检验。第二

种，Wald检验的思路是直接检验是否为随机单位根。此处只给出大致程序，并

未作相关模拟研究。

3.3.1 随机单位根的 LMỶ僂
由于 LM检验 (此文)的思路只是检验单位根的随机性，所以只是检验 σ2

η 是

否为 0，α = 1是已假设定好的。则

H0 : σ
2
η = 0 ; H1 : σ

2
η > 0 (3-96)

根据 Engle(1984)关于 LM的准则的讨论 [18]，我们可知此处的 LM统计量为

LM =
S2(σ2

η)

I(σ2
η)

(3-97)

S(σ2
η)为得分函数

S(σ2
η) =

∂L(·)
∂σ2

η

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1(σ
2
ε + σ2

ηy
2
t−1)

−1 + 22κ−2Γ(3κ)

Γ(κ)

· [
n∑

t=1

(L
1
κy2t−1)(σ

2)−1 +
n∑

t=1

(R
1
κy2t−1)(σ

2)−1]

(由前面信息矩阵讨论已知)

(3-98)

当 α = 1时，

∂L(1, σ2
ε , σ

2
η)

∂σ2
η

|σ2
η=0 = −1

2

2∑
t=1

y2t−1(σ
2
ε)

−1

+ 22κ−2Γ(3κ)

Γ(κ)
[

n∑
t=1

|yt − yt−1

σ0

|
1
κy2t−1](σ

2
0)

−1

(3-99)

又因为

σ2
ε =

∑n
t=1 ε

2
t

n
εt = (yt − yt−1)
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σ2
0 = σ2

ε · 22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)

= σ2
ε · Z(κ)

Z(κ) = 22κ
Γ(3κ)

Γ(κ)

上式可以化简为

∂L(1, σ2
ε , σ

2
η)

∂σ2
η

|σ2
η=0 = −1

2

n∑
t=1

y2t−1(

∑n
t=1 ε

2
t

n
)−1

+
Z(κ)

4

1

[σ2
εZ(κ)]

[
n∑

t=1

| εt√
σ2
εZ(κ)

|
1
κy2t−1]

= −n

2

n∑
t=1

(
y2t−1
n∑

t=1

ε2t

)

+
n

4
n∑

t=1

ε2t

{
n∑

t=1

[
εt

(

n∑
t=1

ε2t

n
Z(κ))

1
2

]2·
1
2κ}

= −n

2

n∑
t=1

(
y2t−1
n∑

t=1

e2t

)

+
n

4
n∑

t=1

e2t

{
n∑

t=1

[(
et

(
n∑

t=1

e2t )
1
2

)2·
1
2κy2t−1Z(κ)

− 1
2κn

1
2κ ]}

= −n

2

n∑
t=1

(
y2t−1
n∑

t=1

e2t

)

+
n1+ 1

2κ

4
n∑

t=1

e2t [Z(κ)
1
2κ ]

n∑
t=1

[(
et

(
n∑

t=1

e2t )
1
2

)2·
1
2κy2t−1]

(ε̂t = et = yt − yt−1)

(3-100)

I(σ2
η) = D9

= B2
2 + 4nB2C2B(κ, 0)Γ(1 + κ) + 2nC2

2B(κ, 0)Γ(2 + κ)

= H(κ)

(3-101)
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则我们可以得到 LM统计量，

LM = {−n

2

n∑
t=1

(
y2t−1
n∑

t=1

e2t

) +
n1+ 1

2κ

4Z(κ)
1
2κ

n∑
t=1

e2t

n∑
t=1

[(
et

(
n∑

t=1

e2t )
1
2

)2·
1
2κy2t−1]}2/H(κ) (3-102)

为了研究 LM统计量的极限分布，我们还需要泛函中心极限定理、连续映

射定理以及由此衍生的一些命题。关于这些的具体讨论可见 Stock(1994)关于这

些的综述性论文 [20]。下面依此给出这些定理和命题，不加证明。

定理 3.5 (泛函中心极限定理): 设 ε1, · · · , εt, · · · 为一列独立同分布的随机

变量，对所有的 t = 1, 2, · · · 有 E(εt) = 0, var(εt) = σ2, r为䰝区间 [0, 1]中的任

一正实数。给定样本 ε1, ε2, · · · , εT，取前 [Tr]部分样本作统计量：

XT (r) =
1

T

[Tr]∑
t=1

εt (3-103)

那么，当 T → ∞时，
√
TXT (r) =

1√
T

[Tr]∑
t=1

εt

⇒ σW (r)

≡ B(r)

(3-104)

上式中的Ā⇒ā表示Ā弱收敛于ā。

以上的泛函中心极限定理也称为 Donsker定理，它在研究诸如 {XT (r)}的

随机函数序列的极限分布中有重要作用，正如中心极限定理在研究随机变量序

列的极限分布中的作用一样 [19]。

定理 3.6 (连续映射定理): 设 {xt}, t = 1, 2, · · · 为随机变量序列，且以分布

收敛于随机变量 x。若 g(·)为连续函数，那么随机变量序列 {g(xt), t = 1, 2, · · · }

以分布收敛于随机变量 g(x)，记为：

g(xt)
d−→ g(x) (3-105)

以上定理称为连续映射定理 [19]。

利用泛函中心极限定理和连续映射定理，可以得到以下有用命题，该命题

详细讨论可见 Stock(1994)在单位根检验中的讨论 [20]。
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命题 3.1: 设随机游动过程

yt = yt−1 + εt (3-106)

中，{εt, t = 1, 2, · · · }为独立同分布，E(εt) = 0, var(εt) = E(qt2) = σ2。若 y0 = 0，

以下的极限成立：

(1)T
1
2

T∑
t=1

εt ⇒ σW (r);

(2)T−1

T∑
t=1

yt−1εt ⇒
1

2
σ2(W 2(1)− 1);

(3)T− 3
2

T∑
t=1

tεt ⇒ σW (1)− σ

∫ 1

0

W (r)dr;

(4)T− 3
2

T∑
t=1

yt−1 ⇒ σ

∫ 1

0

W (r)dr;

(5)T− 5
2

T∑
t=1

tyt−1 ⇒ σ

∫ 1

0

rW (r)dr;

(6)T−2

T∑
t=1

y2t−1 ⇒ σ2

∫ 1

0

W 2(r)dr.

还有许多类似弱收敛过程，在此我们只给出常用的ࠐ个。

如上所述，σ2
ε ̸= 1 时，LM 统计量可以用模拟的方法导出其分布，但当

σ2
ε = 1时，我们可以利用定理3.5，定理3.6，命题3.1得到 LM统计量的极限分布，

具体推导如下：

S(σ2
η) =

∂L(1, σ2
ε , σ

2
η)

∂σ2
η

|σ2
η=0

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1(σ
2
ε)

−1

+ 22κ−2Γ(3κ)

Γ(κ)
[

n∑
t=1

|yt − yt−1

σ0

|
1
κy2t−1](σ

2
0)

−1

(3-107)

当 σ2
ε = 1时，

σ2
0 = σ2

εZ(κ)

= Z(κ)
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S(1, 1, 0)

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1 +
Z(κ)

4

1

Z(κ)
[

n∑
t=1

(εt)
2· 1

2κy2t−1](σ
2
0)

− 1
2κ

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1 +
1

4Z(κ)
1
2κ

[
n∑

t=1

(εt)
2· 1

2κy2t−1]

= −1

2

n∑
t=1

y2t−1 +
1

4Z(κ)
1
2κ

[
n∑

t=1

|εt|
1
κy2t−1]

(3-108)

上式第一部分 = −1

2

n∑
t=1

y2t−1

= −T 2

2

1

T 2

n∑
t=1

y2t−1

= −T 2

2

∫ 1

0

W 2(r)dr (由命题3.1)

上式第二部分 =
1

4Z(κ)
1
2κ

(
n∑

t=1

|εt|
1
κy2t−1)

令

ξt = |εt|
1
κy2t−1

E(ξt) = 0

var(ξt) = y2t−1 < ∞

所以

XT (r) =
1

T

[Tr]∑
t=1

ξt

√
TXT (r) =

1√
T

[Tr]∑
t=1

ξt

⇒ W (r) (由定理3.5可知)

则

第二部分⇒ T
1
2

4Z(κ)
1
2κ

W (r)

综上所述，

LM(σ2
ε=1) ⇒ [−T 2

2

∫ 1

0

W 2(r)dr +
T

1
2

4Z(κ)
1
2κ

W (r)]2/H(κ) (3-109)
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3.3.2 随机单位根的WaldỶ僂
对于3-1式核心模型来说，当 α2 + σ2

η < 1时候，模型是二阶矩平稳的 (或弱

平稳)；当 α2 + σ2
η = 1时，模型是有一个单位根的。因此，我们可以利用Wald

准则来讨论单位根检验问题。

注意，这里与 LM检验有一个很大区别，LM检验是在 α = 1的前提下，区

分随机单位根与单位根模型，若检测出单位根新息为零，就可以继续用相关单

位根检验来检验是否真的是单位根，即 LM检验的实质是检验系数的随机性。

而Wald检验是同时检测系数的随机性与单位根是否有，这时一个联合检验。

关于Wald准则更多细节可见 Engle(1994)的讨论 [18]，由此可知，我们还需

要参数估计量的极限分布为正态分布。此条件前面已证明。见定理3.4。

接下来，我们利用 Delta方法来研究Wald统计量，为此，我们给出以下引

理。

引理 3.7: 如果 f(b)为 b的一个连续且连续可ᗞ的函数集，则 F = ∂f(β)
∂β′ ，并

且若 b的渐近分布存在，那么

f(b) ∼ N [f(β), F (
σ2

n
Q−1)F−1] (3-110)

实际上，渐近协方差矩阵的估计量为

Est.Asy.V ar[f(b)] = C[S2(X ′X)−1]C ′ (3-111)

该引理通常称为 Delta方法。

这个引理的更多细节可见 Green(2004)在《计量经济分析》中关于定理 4.6

的相关讨论 [22]。

由引理3.7，
√
n[g( ˆθMLE)− g(θ0)] → N [0, ġ(θ0)I

−1(θ0)ġ
T (θ0)] (3-112)

其中，

g(θ) = α2 θ = (α, σ2
ε , σ

2
η)

ġ(θ) =
∂g(θ)

∂θT
= (2µα, 0, 1) = (2α, 0, 1)
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则

g(θ̂MLE) ∼ AN [g(θ0), ġ(θ0)I
−1(θ0)ġ

T (θ0)]

= AN [g(θ0),
(2α, 0, 1) · (2α, 0, 1)T

I(θ0)
]

= AN [g(θ0),
4α2 + 1

I(θ0)
]

(3-113)

仿造 T统计量构造思路，

TWald

=
g(θ̂MLE)− 1√
(2α2 + 1)I−1(θ0)

→ Z ∼ N(0, 1)

(3-114)

由此，我们得到了随机单位根检验的Wald检验统计量。
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第四章 进一步的研究方向

本文将随机单位根模型的分布假设由正态分布扩展到了厚尾分布 (GED分

布)。通过构造一个简单的随机单位根模型，对 GED分布下的MLE和相关假设

检验进行了讨论。

由于 GED分布的复杂性 (存在绝对值)，使似然函数的优化与以往不同，本

文分别给出了重新参数化和 EM算法两种解决思路，但还未给出具体程序代码。

对于两种思路的代码实现是下一步的研究目标。而在假设检验方面也只是给出

了大致检验思路，因此，对假设检验的相关模拟研究是对两种检验程序的有效

证明，这也是我们进一步的研究方向。
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结 论

本文主要讨论了广义误差分布下随机单位根的相关问题。首先，我们通过

模拟研究，说明了随机单位根模型可以很好的模拟金融数据的波动性，即随机

单位根模型的潜力。接着，我们也是利用模拟研究说明了广义误差分布比正态

分布具有更厚的尾部，这一点很符合金融数据的厚尾特征，也是本文创新的出

发点。然后，我们构建一个简单的线性随机单位根模型，开始着重探讨广义误

差分布下的相关问题，我们主要从三个方面讨论：第一，平稳性；第二，极大似

然估计；第三，随机单位根的假设检验。对于模型平稳性，我们分别给出了弱平

稳和严平稳条件；对于极大似然估计，我们给出了极大似然估计量的两种算法：

重新参数化和 EM 算法。并且，我们也给出了广义误差分布下极大似然估计的

一致性和渐近性的证明。对于随机单位根的假设检验，我们也是分别给出了 LM

检验和 Wald 检验。在 LM 检验中，我们给出的是一种两步检验程序，并推导出

了特殊情况下 LM 统计量的极限分布；在 Wald 检验中，我们使用的是一种联合

检验程序，这是与 LM 检验的最大区别。

  本文的创新在于将随机单位根模型的正态分布假设扩展到了 GED 分布, 更

符合金融数据的厚尾特征，并且也尝试给出了一种联合检验思路——Wald 检验，

来直接检测单位根及其随机性。而本文的难点是 GED 分布中的绝对值问题，由

于绝对值的存在，似然函数的优化变得困难，这也对后面的假设检验的模拟研

究造成了一定的困难。因此，对于包含绝对值的似然函数的优化问题自然成为

我们下一步的研究方向。
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附录一

攻读硕士学位期间已发表论文：

[1]施华，王艳琴.2017.债转股企业道德风险的演化博弈分析 [J].财经界 (学

术版),2:104-105.
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附录二

RCA(1)模拟的 R语言代码（以 α = 0.8, σ2
η = 0为例）：

1 y<-rep(0:n)
2 for (i in 1:1000) {
3 eta<-rnorm(1000,0,1)
4 epsilon<-rnorm(1000,0,1)
5 y[i+1]<-epsilon+(0+eta)*y[i]
6 }
7 plot(y,type="l")
8 title(main="etavar=1,alpha=0")

GED随机变量的模拟的 R语言代码 (以 GED(0,1,1)为例)：

1 m1<-function(x){
2 sqrt(2*pi)/16*exp(0.5*x^2-0.5*abs(x)^0.5)
3 }
4 m10<-optimize(m1,interval = c(0,10),maximum = T)$objective
5

6 #迭代生成GED分布变量序列
7 n=100;t=0;Y=rep(0,n)
8 while (t<n) {
9 U=runif(1)
10 X=rnorm(100,0,1)
11 if(sqrt(2*pi)/16*exp(0.5*X^2-0.5*abs(X)^0.5)>1.67*U){
12 t=t+1
13 Y[t]=X
14 }
15 }
16 hist(Y,prob=T,ylim=c(0,0.5))
17 lines(density(Y),col="red",lwd=2)
18 b=seq(-5,5,0.01)
19 lines(b,dnorm(b))
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